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Resume. Nous exposons la theorie de Zhu conccrnant un analogue formel du 
corps F p , "pour p = 1", et la comparons a celle de Deitmar. 

We give an exposition of Zhu's theory concerning a formal analogue of the 
field F p , "for p = 1", and then compare it to Deitmar's. 
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1. Introduction 

II a ete, ces dernieres annees, propose de nombreuses theories du "corps a un 
element". Dans celle de Deitmar (@],[S]), les objets de base sont les spectres de 
monoides (commutatifs, unitaires) et les schemas sont obtenus par recollement de 
tels objets. Le monoi'de trivial F\ = {1} est done l'objet final de la categorie de 
Deitmar, et son spectre Spec{F\) l'objet initial de la categorie des F\ -schemas. 

Zhu ([7J) a propose une autre approche : B\ = {0, 1} designe pour lui un ensemble 
a deux elements, muni de la multiplication habituelle, et d'une addition legerement 
modifi.ee : 1 + 1 = 1. Dans les paragraphes 2 et 3, nous developpons, suivant Zhu 
mais avec des demonstrations, l'algebre lineaire sur B\ en restant aussi pres que 
possible des definitions classiques. II s'avere que la categorie des Si-modules de 
type fini est beaucoup plus complexe que celle des espaces vectoriels de dimension 
finie sur un corps : elle est en effet equivalente a la categorie des treillis finis non 
vides. 

L'analogic formelle entre le groupe symetrique £„ et le "groupe lineaire de rang 
n sur un corps de caracteristique l"est bien connue des specialistes de theorie des 
representations; il se trouve qu'en un sens naturel, on a bien GL n {B\) ~ E„ (Th- 
eoreme 3.7). Le traitement naturel (§4) de l'algebre commutative et de la geometrie 
algebrique sur B\, par analogie avec l'etude des anneaux de polynomes sur un corps, 
nous amene a conclure que B\ est "algebriquement clos" , et que, pour chaque n > 1, 
MaxSpec(Bi[xi, ...,x n ]) est de cardinal 2" (Theoreme 4.10), ce qui constitue, dans 
notre cadre, un analogue du Nullstellensatz de Hilbert. 

Dans le cadre de la theorie de Deitmar, toute structure additive disparait ; nous 
faisons voir que Ton peut, au sens de la theorie des categories, plonger cette theorie 
dans celle de Zhu, et recreer ainsi une certaine structure additive (idempotente) 
sur les "anneaux de fonctions" des objets geometriques considered. Ce point de vue 
mene a des descriptions qui nous semblent intuitivement tres satisfaisantes (cf. les 
exemples (5.4) a (5.6)). 

La prepublication recente de Connes et Consani([2]) est posterieure a la sou- 
mission de la premiere version de cet article. Son point de vue semble, a certains 
egards, analogue au notre. 

Les paragraphes 2 a 4 du texte sont issus d'un expose au Groupe de Travail 
Interuniversitaire en Algebre, en date du 15 Janvier 2001 ; je remercie Jacques Alev, 
Dominique Castella, Francois Dumas et Laurent Rigal pour leurs commentaires a 
cette occasion. Une version preliminaire du texte complet est parue sous forme 
de deux prepublications de PI.H.E.S. (M/06/61 et M/06/63) a l'automne 2006; 
celles-ci n'auraient pas vu le jour sans l'aide et la disponibilite constantes de Cecile 
Cheikhchoukh. 

J'ai pu exposer les resultats de ce travail a PI.H.E.S. lors de la conference 
"Geometrie Algebrique sur le Corps a un Element" , le 29 Mars 2007 ; ce m'est 
un agreable devoir que de temoigner ma gratitude a Christophe Soule pour son 
invitation, et a plusieurs des auditeurs pour leurs commentaires et leurs encourage- 
ments, notamment Christophe Breuil, Xavier Caruso et Ofer Gabber (cf. la preuve 
du Theoreme 4.8), Anton Deitmar, et Nikolai Dourov (sur la suggestion duquel j'ai 
change la notation de Zhu "Fi"en "£?i"afin de prevenir toute confusion). 

Je remercie egalement le rapporteur pour de nombreuses rcmarques construc- 
tives, dont l'une est a l'origine du contre-exemple decrit dans la Remarque 3.5, et 
pour avoir attire mon attention sur la prepublication [2] . 
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Les notations sont entierement standard ; si A est un mono'ide (note multipli- 
cativement), nous noterons A* l'ensemble de ses elements inversibles. Si E est un 
ensemble, Vf(E) denotera l'ensemble de ses parties finies, et 

j E : E^Vf(E) 
x i > {x} 

l'injection canoniquc. 

Par V nous entcndrons la categorie des i^i-anneaux au sens de Deitmar, c'est- 
a-dire ([4], p. 88) la categorie des monoi'des commutatifs. Si A G V est un mono'ide 
commutatif et B un sous-monoide de A, nous dirons que A est entier sur B si, 
pour chaque a G A, il existe un entier n > 1 tel que a n G B. 

2. Definition de Bi et premieres proprites 

Definition 2.1. On notera B\ l'ensemble {0, 1} muni des lois de composition in- 
ternes + et . donnees par : 

0+0=0 , 
0+1=1+0=1+1=1 , 
0.0 = 0.1 = 1.0 = , 

et 

1.1 = 1 . 

Remarque 2.2. II est visible que B\ satisfait a tous les axiomes des corps commu- 
tatifs, excepte a celui qui affirme l'existence de symetriques pour l'addition. 

Definition 2.3. On appelle i3i-module la donnee d'un mono'ide commutatif M 
d'element neutre et d'une £?i-loi externe sur M (c'est-a-dire d'une application 

(A, x) I— » Air 

de B\ x M dans M), ayant les proprietes usuelles, i.e. : 

(1) V(A, /i, x) G Bi x Bi x M (A + fi)x = \x + fix , 

(2) V(A, x, y) G B x x M X M \{x + y) = \x + Xy , 

(3) VxeM lx = x , 

(4) 6M0i = . 

Definition 2.4. Un ensemble ordonne pointe (E, <, 0) est dit decent s'il possede 
un (et necessairement un seul) plus petit element 0, et si en outre deux elements 
quelconques de E possedent une borne superieure. 

Theoreme 2.5. La categorie Z des B\-modules s'identifie canoniquement a la 
categorie des ensembles ordonnes decents. 
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Demonstration. Soit M un -Bi-module ; pour (a, 6) <E M 2 , definissons : 

a <b = a + b = b . 

Alors, pour tout a £ M : 

(5) 

a + a = la + la 
= (l + l)a 
= la 
= a , 

soit a < a. En outre, de a < b et 6 < a, il suit : 

a + = 6 et b + a = a , 

d'ou a = 6 + a = a + fe = &. 

De plus, si a < & et b < c, il vient : 

a + c = a + (fe + c) 
= (a + b) + c 
= b + c 

= c , 

soit a < c. < est done unc relation d'ordrc sur M ; de plus, pour chaque a G M : 

(6) + a = a , 

soit < a ; (M, <) possede done un plus petit element : 0. 
Soicnt a e M et b G M ; il est facile de voir que : 

a+(a + b) = (a + a) + b 

= a + b (d'apres (5)) , 
soit a < a + b; de meme b < a + b. 

De plus, de a < c et b < c suivent a + c = cct b + c = c, d'oii : 

(a + b)+c = a+(b + c) 
= a + c 

= c , 

soit a + b < c; a et b possedent done une borne superieure : a V b = a + b. On a 
bien montre que (M, <,0) etait un ensemble ordonnc decent. 

Reciproquement, soit (E, <, 0) un ensemble ordonne decent ; il est facile de voir 
que l'addition et la multiplication definies par 

V(a, b) e E 2 a + b = aVb , 
VaeE 0a = , 

et 

Va e E la = a 
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font de E un i?i-modulc. 

II reste a determiner les morphismes de Si-modules. Soit ip : M — > N un tcl 
morphisme ; on a necessairement : 

p(0 M ) = <^(0.0 M ) = O.^(Om) = N , 

et, pour (m, m ) G M 2 : 

f(m Vm ti ) = <p(m + m ) = <p(m) + </?(m ) = ¥?(ra) Vat <^(m ) . 

En tant qu'application entre ensembles ordonnes decents, <p doit done preserver 
l'operation de borne superieure (en particulier, etre croissante) et lc plus petit 
element. Reciproquement, on vcrific aiscmcnt qu'une application entre ensembles 
ordonnes decents ayant ces deux proprietes constitue un morphisme pour les struc- 
tures sous-jacentes de -Bi-modules. □ 

Corollaire 2.6. Modulo I 'identification etablie par le Theoreme 2.5, la categorie 
Zf des Bi-modules finis s'identifie a celle des treillis finis non vides. 

Demonstration. Soit T un B\ -module fini ; par une recurrence immediate sur lc 
cardinal |5| de S on voit que toutc partie (meme vide) S de T possede une borne 
superieure ; en particulier, pour (a, b) e T 2 , 

a A b = V{c G T | c < a et c < b} 

est bien dcfini : T est un treillis, et T ^ car OeT. 

Reciproquement, soit T un treillis fini non vide ; il suffit de faire voir que T 
possede un plus petit element ; mais, en tant qu'ensemble ordonne fini non vide, T 
possede un element minimal m, et on a, pour tout x E T : 

m A x < m , 

d'ou 

m A x = m 

et 

m = m A x < x ; 

m est done bien le plus petit element de T. □ 

3. Algebre lineaire sur Bx 

Theoreme 3.1. Soit A un ensemble, et munissons I 'ensemble V/(A) de sa struc- 
ture habituelle de treillis (C < B si et seulement si C C B) ; alors I'injection 

3 a- A — > Vf (A) 

x i ► {x} 

fait de Vf(A) le B\-module libre engendre par A. En particulier, la categorie des 
B i -modules libres de type fini (i.e. finis) s'identifie canoniquement a celle des 
algebres de Boole finies. 

Demonstration. II s'agit de faire voir que, pour tout i?i-module M et toute appli- 
cation (p : A — ► M, il existe un unique morphisme 

p : Vf(A) - M 

tel que ip — p o ja- Pour tout C G Vf(A), on doit avoir : 
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p(c) = pCIUcM) 

= p(Ux 6 ciA(a;)) 
= VxecP(M x )) 

soit : 

(7) = \/ . 

sec 

d'ou 1'unicite de p. 

Rcciproqucmcnt, il est visible que p defini par (7) est un morphisme de B\— 
modules et repond a la question. 

Lorsque A est fini, Vf(A) — V{A) est une algebre de Boole, d'ou la derniere 
assertion. □ 

Plus generaux que les modules librcs sont les modules projectifs , au sens general 
de la theorie des categories : le Bi-module M est projectif si, quels que soient les 
Bi-modules Ni et N% et les morphismes ip : M — ► N% et ip : Ni -» JV-j avec ip 
surjectif, il existe un morphisme p : M — > N± tel que ip o p = ip. Tout i?i-module 
libre est evidemment projectif. 

Definition 3.2. Soit (E, <) un ensemble ordonne; posons 

0{E) = {A c E | Vx e A[y < x y e A}} ; 

alors (O(E), c) est un treillis de plus petit element 0, done un Si -module (en fait, 
0(E) est un sous-treillis (distributif) de V{E)). 

Remarque 3.3. Le Theoreme suivant ne sera pas utilise dans la suite de Particle. 

Theoreme 3.4. Les proprietes suivantes d'un treillis fini non vide M sont 
equivalentes : 

• M, consider e comme B i -module, est projectif. 

• M est distributif. 

• II existe un ensemble ordonne fini E tel que M soit isomorphe a 0(E). 

• M, considere comme B\-module, est isomorphe a un sous-module d'un 
B\-module libre. 

Remarque 3.5. L'equivalence (2) <^=> (3) n'est autre que le cas particulier du 
Theoreme de Representation de Birkhoff relatif aux treillis finis : cf. par exemple 
Q], p.59, Theorem 3, ou @J, p.171, Theorem 8.17. 

Demonstration, (f) (2) : 

Soient N x = V(M), N 2 = M et 

ip : V(M) -» M 

II est visible que ip est un morphisme surjectif de -Bi-modules, done il existe un 
morphisme p : M — » V(M) tel que ipop = IdM- Mais alors, pour tout (a, 6, c) G M 3 : 

p(aA(feVc)) < p(a)np(bVc) 

= p(a) n (p(6) u p( c )) 

= (p(a)np(6))U(p(a)np(c)) 
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d'ou : 

aA(i)Vc) = ip(p(a A (6 V c))) 



< ^((p(o)np(6))u(p(o)np(c))) 
= ^(p(o)np(6))v^(p(o)np(c)) 

< (^(p(a)) A ^(p(6))) V (^(p(a)) A ^(p(c))) 
= (a A 6) V (a A c) 

< a A (b V c) , 



done 



a A (6 V c) = (a A 6) V (a A c) , 

e'est-a-dire que A est distributive par rapport a V. Mais, comme il est bien connu 
(PQ, Theorem 9, p. 11 ; [3], Lemma 6.3, p. 130), la distributivite de V par rapport a 
A s'ensuit. En effet, Ton peut ecrire, pour (a, b, c) G M 3 : 



(a V 6) A (a V c) = ((a V b) A a) V ((a V 6) A c) (d'apres le resultat ci-dessus) 
= a V (c A a) V (c A 6) (idem ) 
= (a V (cAa)) V (c A 6) 
= a V (b A c) . 

(2)=J>(3): 

Soit E l'ensemble des elements m ^ de M irreductibles pour V , i.e. tels que : 

V(x, y) € M 2 x\/ y = m ==> x = m ou y = m . 

De la finitude de M resulte que chaque element de M est la borne superieure 
d'une famille (eventuellement vide) d'elements de E ; dans le cas contraire, l'en- 
semble Mo des elements de M n'ayant pas cette propriete serait non vide, et aurait 
done un element minimal (pour < \m ) Par hypothese on aurait a ^ et a £ E, 
done il existerait x et y tels que : 

a = xWy,Xy^aety^a. 

Mais alors x < a et y < a, done x ^ Mo et y ^ Mo, d'ou 

et 

2/= V/ 6 ' 

beE y 

avec E x C E et E v C E. II s'ensuivrait : 



a = a; V y 

= \/ bv\J b 

bEE x beEy 

V b i M o > 



une contradiction. 
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On a done : 

Vto e M m = \/ a; , 

ou 

G m = {a G E | a < to} ; 
il est visible que G m G O(E). Soit alors 

ip: M — > 

to i ^ G m ; 

j'affirme que y> est un morphisme bijectif de £?i-modules. L'injectivite de <p resulte 
de ce que 

Vra G M m = \J x , 

la propriete (p(0) = est evidente, ctm<m entraine G m C G m ' , soit 
¥>(m) C y>(m ) ; il nc reste qu'a faire voir que : 

ip(m) U ip(m ) = ip(m V m ) . 

L'inclusion </?(m) U </?(m ) C y>(m V m ) etant evidente, il nous suffit d'etablir 
que : 

^ x G G mVm' * e U ¥>( m ') • 

Mais on a 

toVto = \/ a V \/ a 

ogG m aGG / 

m 

= V «■ 

aGG m UG m / 

Soit alors a; € G mVm > ; il vient : 

x = x A (to V m ) 
= a;A( \/ a) 



aGG m UG 



V ( xAa ) 

a£G m UG , 



Done 



3a G G m U G m > x — x A a . 



Mais alors x < a, d'ou x < to si a G G m , et x < to si a G G m > ; en conclusion, 
x G <p(m) ou x G </?(m ), et en effet x G t/?(m) U tp(m ). 

II reste maintenant a demontrer que f{M) = 0(E). Soit T G O(E), et soit 
to = VtGT t £ M ; alors, pour chaque t e T, t < m, done i G <^(to) : 

T c p(m) . 

Reciproquement, soit v G y(m) ; on a v < to, d'ou : 
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v = v Am 

t£T 

ter 

done 

(3*0 G T) v = v A to , 

soit 

v < t , 

d'ou (car T e 0(E)) : 

v e T . 

II s'ensuit que ip(m) C T, d'ou 

T = ^(m) ; 

ip est done bel et bien surjectif. 

(3) => (4) : 

C'est evident vu l'existence de l'injection canonique 

0(E)^V(E)=V f (E) . 

(4) => (1) : 

On peut supposer que M est un sous--Bi-module de T 3 / (E) , pour un certain en- 
semble E ; en remplagant eventuellement E par = {J meM m, on peut egalement 
supposer que E est fini, et que E G M. Soit, pour A G V(E) : 

S{A) = {B e M\A c B}. 

II est clair que S(A) ^ (car E G 5(A)) ; soit 6{A) = f] BeS(A) B. 6{A) contient 
A ; du fait que M est un Si-module fini , done un treillis d'apres le Corollaire 2.6, 
resulte que 8(A) G M ; en particulier, 0(0(A)) = 0(A), i.e. 8 2 = 8. II est en outre 
clair que 0(0) = 0. 

Soient A et B deux elements de V(E) ; alors 

A G 0(A) c 0(A) U 0(B) , 

et de meme 

B C 0(B) C 0(A) U 0(B) , 

soit : 

AUB c 0(A) U 0(B) . 

Mais 0(A) U 0(B) G M, d'ou : 

0(AUB) G 0(A) U 0(B) . 

Reciproquement, siCGMctAUBcC,onaAcCctBcC, d'ou 0(A) C C 
et 0(B) c C, soit 0(A) U 0(B) c C, d'ou 

0(A) U 0(B) G 0(AUB) , 
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Ct 

6 (A Li B) = 6(A) U 6(B) . 

Nous avons done construit un morphismc 6 : V(E) — » M tel que 
6\m = Id>M ■ e'est-a-dire une retraction de 'P(-E) sur M. La projectivite de M s'en- 
suit alors par un raisonnement classique d'algebre universelle : soient 
<p : M — ► N-2 et ip : N\ -» N2 surjectif deux morphismes de B\ -modules ; alors 
(pod: V(E) — > N2 est un morphisme de B\ -modules. V(E) = Vf(E) etant libre 
(Theoreme 3.1), done projectif, il existe un morphisme A : P(E) — > iVi tel que 
ip o A = ip o 6. Mais alors, en posant p = A|m : M — >■ Ni, on a : 

= (-0 o X)\ M 
= ((p o 6)\ M 

= <p°Q\m 

= ipo Id M 

= v ; 

on a bien etabli la projectivite de M, □ 

Remarque 3.6. On peut se demander s'il est possible de caracteriser les treillis 
finis modulaires (lesquels torment une classe plus generale que celle des treillis dis- 
tributes) au moyen de leur structure de i?i-modules, obtenant ainsi un analogue 
du Theoreme 3.3. Tel ne semble pas etre le cas au vu de l'exemple suivant : soit 
M = {0, a, 6, c, d, e} un ensemble a 6 elements, muni de la loi interne + commuta- 
tive, associative, idempotente, ayant pour element neutre, et telle que 

a + b = d , 
c + d = e , 

ct 

b + c = c . 

II est facile de verifier que l'on definit ainsi sur M une structure de Bi-module, 
et que le treillis associe (via le Theoreme 2.6) est modulaire. Soit alors N — 
{0, a, c, d, e} ; on voit que N est un sous-i?i-module de M, et que, considere commc 
treillis via, la encore, le Theoreme 2.6, il n'est pas modulaire (il est en fait isomorphe 
au treillis non-modulaire minimal N5 : cf. [3], (6.10), p. 134). Done aucun enoncc 
portant sur un i?i-module M analogue a la derniere condition du Theoreme 3.4 ne 
peut etre equivalent a la modularitc du treillis sous jaccnt a M . 

Dans l'exemple ci-dessus, N est un sous- B\ -module de M, mais bien sur pas 
un sous-treillis de ce dernier : dans M 

c Am d = b 

et, dans N : 

c An d = ; 
aucune contradiction n'apparait done. 

Theoreme 3.7. GL n (B{) ~ S„. 
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Demonstration. GL n {B\) designe par definition le groupe des automorphismcs d'un 
-Bi-module libre (M) de rang n. D'apres le Theoremc 3.1, on pcut supposer que 
M = Vf(A) = V{A) avec \A\ = n ; un automorphisme a de M doit preserver et la 
relation d'inclusion, done aussi les elements minimaux de M \ {0} pour l'inclusion, 
soit les parties a un element : 

Va E A 3f(a) G A a({a}) = {/(a)} . 

a etant injectif, Fapplication / est injective, done bijective, et on a, pour tout 
B e M : 

a(B) = a(|JW) 

xeB 

= U a (W) 

xeB 

= \J{f(x)} 

xeB 

= {f(x)\x e B} 

= f[B], 

soit : 

(8) a(B) = f[B] . 

Rcciproquement, toute permutation f de A definit par la formule (8) un automor- 
phisme a de M, d'ou : 

GL„(Bi) ~ Z(A) ~ S„ . 

□ 

4. Geometrie algebrique sur Si 

Definition 4.1. On appcllc _Bi-algebre (commutative, unitaire) la donnce d'un 
Si-module A, contenant B\, et d'une multiplication sur A, associative, commuta- 
tive, d'element neutre 1, et bilineaire par rapport aux operations de Bi-module. 
On note Z a la categorie de ces algebres. 

Definition 4.2. On appclle congruence sur la i3i-algebre A une relation d'equivalence 
~ sur A telle que 

00 1 

et 

a ~ b ct a' ~ b' =^> a + a' ~ 6 + 6' ct aa' ~ 66' . 

Les congruences jouent dans notre theorie le mcme role que les equivalences 
modulo un ideal en algebre commutative ; en particulier, pour toute congruence ~ 
sur A, l'ensemble quotient A/~ est muni d'une structure canonique de i3i-algebre. 

Definition 4.3. On definit sur l'ensemble des congruences sur la Bi-algebre A 
une relation d'ordre > par : 

~i>~2 V(a, b) e A 2 a ~ 2 b => a ~i 6 . 
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II est facile de voir que, si ~i>~2, alors il existe un morphisme surjectif canoniquc 

A/~2 -» A/~i ■ 

En particulier, 

Theoreme 4.4. Si I'algebre quotient A/~ est isomorphe a B\, la congruence ~ 
est maximale. 

II est facile de voir que la -Bi-algebre libre B\[x] s'identifie a l'ensemble des 
sommes formelles (eventuellement vides) de puissances de x (en posant x° = 1). 
Plus generalement : 

Theoreme 4.5. La B\-algebre libre sur A = {xi, x n } s'identifie a l'ensemble 
des sommes formelles de mondmes x" 1 ...x" n (on € muni des operations evidentes. 
Plus precisement, soit 

B 1 [A]=V f (N A ) 

l'ensemble des parties finies de N A , avec la structure naturelle de treillis, et la 
multiplication definie, pour (R,S) E 'P/(N' 4 ) 2 , par 

RS = {a + b\aeR, b e S} 

(I'addition dans N A etant definie composante par composante). Pour a G A, posons 
6 a = l| a j ; alors I'injection canonique 

i: A^ Pf(N A ) 
a i ^ {S a } 

fait de B\[A] la B\~algebre libre sur A. 

Demonstration. L'associativite et la commutativite de la multiplication sont evidentes, 
tout comme l'existence d'un element neutre U — {0} ; quant a la distributivite, elle 
suit de : 

R(S + T) = {a + b\aeR,b<ES + T} 
= {a + b\ aeR,beSUT} 
= {a + b\ aeR,b<ESoubeT} 
= RS U RT 
= RS + RT . 

Soit maintenant tp : A — ► E une application de A dans la i?i-algebre E. II nous 
rcstc a montrer qu'existe un unique morphisme tp : Vf(N A ) — > E tel que ip o i — tp. 
Si V est tel, on doit avoir , pour tout F G V/(N A ) : 



(9) 
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m = v>(ljw) 

xeF 

xeF 

xeF aeA 

= V^(Ilw iW ) 

xeF aeA 

= v n ^}) x{a) 

x£F aeA 

= V II ma)T {a) 

xeF aeA 

= v n ^ a ) x[a) 

xeF aeA 

= En^) i(a) 

xeF aeA 

Reciproquement, il est tres facile de voir que l'application ip dcfinie par (9) convient. 

□ 

Definition 4.6. Pour J C A et R e Bi[A], soit 

Fj(iJ) = {reR \ r(I) C {0}}. 
Theoreme 4.7. f owr chaque I C A, la relation ~/ s«r definie par : 

S si et seulement si (F^R) = F I {S) = ow Fj(ii) ^ ^ Fj (S 1 ) J 

est Hue congruence sur B\[A], et 



Demonstration. Dc 



Fj(ii + S) = Fj(iJ)UFj(S) 
F I (RS) = F I (R)F I (S) , 
F/(0) = , 



ct 



F J (1) = {0} = C/ 

suivent aisement les proprietes qui definissent une congruence. De plus, il est clair 
que R ~j si Fj(ii) = 0, ct que i? ~j 1 si ^ ; on a done 

Bi[A]/~j = {6,1} , 

d'ou : 

□ 
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En particulier, pour chaquc 7 C A, la congruence ~j sur 7?i [A] est maximale 
(Thcoreme 4.4), ct B\[A]/~i ~ Si. Reciproqucmcnt, toute congruence (maximale) 
~ sur i?i [^4] telle que J3i[A]/~ ~ 7>i est de la forme ~j pour un 7 C ^4 (il suffit de 
prendre 

7 = {.t G A|a; ~ 0} = {x e A\x <# 1}). 

On a d'ailleurs le 

Theoreme 4.8. Tout quotient de Bi[A] par une congruence maximale est iso- 
morphe a B\ . 

Demonstration. Soit ~ une congruence maximale sur 7?iL4]. J'affirme que : 

si u G B\ [A] et v G B\ [A] sont tels que uv ~ 0, alors w ~ ou « ~ (*) , 

(en d'autres termes, l'algebre quotient B\[A]/~ est "integre") . 
Raisonnons par l'absurde, et soit 1Z U la relation sur B\ [A] definie par : 

xlZ u y = 3(a,b) E Bi[A] 2 x + ua <~ y + ub . 

II est tres facile de voir que 1Z U est compatible avec l'addition et la multiplication, 
et que x ~ y entraine x 1Z U y. En outre 1Z U u, ct no u, done 1Z U . II en resulte 
que 1Z U n'est pas une congruence, done que 01Z U 1, i.e.il existe (a,b) e i?i[yl] 2 tels 
que : 

+ ua = 1 + ub , 

soit 

ua = 1 + ub . 

Mais alors 

(uv)a = v(ua) = v(l + ub) = v + uvb 

et de uv ~ suit : 

= 0a ~ (uv)a = v + uw6 ~ w + 06 = w , 
soit i> ~ 0, une contradiction; (*) est done bien etabli. 

Posons I = {x E A\x ~ 0}. Soit alors z G ; decomposons z en somme 

de monomes (en les elements de A) distincts : z = Mi + ... + Mk, ct soit (pour 
j G {1, k}) Nj = def J^i^j M i- Si ^ ~ 0, alors, pour chaquc j G {1, k}, 

~ z = Mj + Nj = (Mj + Mj) + Nj = Mj + (Mj + Nj) = M 3 +z ~ Mj+0 = Mj , 

done Mj ~ 0. Mais alors, d'apres (*), Pun des elements de A facteurs de Mj est 
~ -equivalent a 0, done appartient a 7 ; cela valant pour chaque j G {1, k}, on a 
z ~j 0. 

Par ailleurs, si z oo , alors Mj no pour au moins un j G {1, k} ; aucun des 
elements de A facteurs de Mj n'appartient done a 7; en particulier Mj ~j 1, done 
z ~/ 1. 

II en resulte que z ~ z entraine z ~j z , done que ~ < ~j, d'ou, au vu de la 
maximalite de ~, ~ = ~/. 

Cette demonstration est essentiellement due a Xavier Caruso; j'y ai incorpore 
quclques suggestions d'Ofer Gabber. □ 



ALGEBRE ABSOLUE 



15 



Remarque 4.9. D'apres la discussion precedant le Theoreme 4.8, toute congruence 
maximalc sur -Bi[A] est de la forme <~j pour un I C A. Ann d'apprchendcr la 
signification de cet enonce, considerons-en l'analogue (£k) sur un corps commutatif 
K : 

{£k) Chaque quotient maximal de K[x\, ...,x n ] est isomorphe a K, et ces quo- 
tients sont en bijection canonique avec les points de K n . 

Cet enonce contient a la fois l'assertion que K est algebriquement clos, et le 
Nullstellensatz . 11 semble done naturel de reformuler le Theoreme 4.8 en le 

Theoreme 4.10. B 1 est algebriquement clos et, pour chaque n > 1, 
MaxSpec(Bi[x\, ...,x n ]) est de cardinal 2". 

Remarque 4.11. Les i?i-algebres monogenes forment deja une famille tres riche. 
Nous nous proposons de determiner les types d'isomorphisme de i?i-algebres de 
cardinal n, pour n < 5. Soit done A — Bi[x]/~ de cardinal n, et soit a l'image de 
x E Bi[x] dans A par la projection canonique. 
Pour n = 2 on a, A = Bi, d'ou 

(4.11.2.1) 

a = 

ou 

(4.11.2.2) 

a = 1 ; 

reciproquement, chacune de ces possibilites definit une congruence convenable, d'ou 

c 2 = 2 . 

Pour n = 3, on a necessairement a ^ {0, 1}, d'ou A = {0, a, l}.Deux cas appa- 
raissent alors : 



1°) a + 1 = a, soit < 1 < a. 11 suit alors a 2 + a = a 2 , d'ou a 2 ^ 1,0, soit 
(4.11.3.1) 



a 2 = a, et : 





2°) a + 1 = 1, soit < a < 1. Alors a 2 + a = a, d'ou a 2 = ou a 2 = a, soit 
(4.11.3.2) 



ou : 

(4.11.3.3) 



On verifie facilemcnt que les algebres respectivement defmies par (4.11.3.1), 
(4.11.3.2) et (4.11.3.3) sont bicn de cardinal 3. 11 existe done exactement trois 
congruences ~ sur Bi [x] telles que B\ [x] / ~ soit de cardinal 3 : 

c 3 = 3 . 

Pour n = 4, distinguons deux cas : 
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1°) a 2 € {0,1, a}. Alors a + 1 ^ {0,1, a}, sans quoi {0,1, a} serait une sous- 
-Bi-algebre de A contenant a, et on aurait A — {0, 1, a}, une contradiction. 
On a done A = {0, 1, a, 1 + a}, et < 1 < 1 + a, < a < 1 + a, et trois cas 
peuvent apparaitre : 

(4.11.4.1) 

a 2 = , 

(4.11.4.2) 

a 2 = 1 , 

(4.11.4.3) 

a 2 = a. 

2°) a 2 ^ {0,1, a}, d'ou A — {0,1, a, a 2 }. Trois possibilites sont alors a distin- 
guer : 

2°)a) a + 1 = 1 ; alors a 2 + a = a(a + 1) = a, d'oii a 3 + a 2 = a(a 2 + a) = a 2 , et 
< a 3 < a 2 < a < 1, et encore deux eventualites : 

(4.11.4.4) 

f a + 1 = 1 1 



et 

(4.11.4.5) 



a 3 = a 2 



a + 1 = 1] 

a 3 = 



2°)/3) a + 1 = a. Alors a 2 + a = a(a + 1) = aa = a 2 , d'ou a 3 + a 2 = a 3 et 
< 1 < a < a 2 < a 3 , done a 2 = a 3 : 

(4.11.4.6) 

[o+l=o | 



2°) 7 ) 
(4.11.4.7) 



a 2 -a 3 



a 2 = a + 1 . 



Reciproquement (4.11.4.1),..., (4.11.4.7) definissent chacun une algebre de cardinal 
4, d'oii bicn : 

c 4 = 7 . 

Pour n = 5, distinguons a nouveau deux cas : 

1°) a + 1 6 {0, l,a}. Alors a 2 ^ {0, l,a}, sans quoi {0, l,a} serait une sous- 
Bi-algebre de A contenant a, et on aurait A = {0, 1, a}, une contradiction 
Deux cas peuvent alors se presenter : 

1» 

0+1=1. 

Mais alors a 2 + a = a(a + 1) = a.l = a, et a 3 + a 2 = a 2 (a + 1) = a 2 .l = a 2 , 
d'ou < a 3 < a 2 < a < 1 ; en effet, on a necessairement a 3 ^ a 2 et a 3 ^ 0, 
sans quoi {0, 1, a, a 2 } serait une sous-algebre stricte de A contenant a. II en 
resulte que A = {0, a 3 , a 2 , a, 1} ; du fait que a 4 + a 3 = a 3 (a+ 1) = a 3 .l = a 3 
suit a 4 < a 3 d'ou deux eventualites : 
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(4.11.5.1) 



et : 



(4.11.5.2) 

(4.11.5.3) 

2°) 



+ 1 = 1 



a 4 = 



+ 1 = 1 



a 4 = a 3 



a + 1 = a. 

Alors a 2 + a = a 2 , a 3 + a 2 = a 3 , ct il suit d'argumcnts similaircs a ceux 
utilises cn l°)a) que < 1 < a < a 2 < a 3 . Mais alors a 4 = a 3 et : 



a + 1 = a 



a 4 = a 3 



a + 1 £ {0,1, a}. 

II s'ensuit que a 2 ^ {0, 1, a, a + 1}, sans quoi {0, 1, a, a + 1} serait une 
sous-algebre stricte de A contenant a. On a done A = {0, 1, a, a + 1, a 2 }, 
et neuf possibilites sont alors a distinguer : 



2°)a) a 2 + 1 = 1 et a 2 + a = a ; alors a 3 + a 2 = a(a 2 + a) = a 2 , et a 
(4.11.5.4) 



a(a 2 + 1) = a, d'ou < a 3 < a 2 < 1 ct < a 3 < a 2 < a et encore deux 
cventualites : 



a 2 + 1 = n 

a 2 + a = a 



a 3 = 



ct : 



(4.11.5.5) 



2°)/3) 
2°) 7 ) 
(4.11.5.6) 



f a 2 + 1 = 1 ^ 

a 2 + a = a 

a 2 + 1 = 1 et a 2 + a = a 2 . 

Mais alors a + 1 = a + (a 2 + 1) = (a 2 + a) + 1 = a 2 + 1 = 1, une 
contradiction. 

a 2 + 1 = 1 ct a 2 + a = a + 1. 

Mais alors a 3 + a — a et a 3 + a 2 = a 2 + a = a+l d'ou a 3 £ {0, l,a + l,a 2 }, 
et a 3 = a : 



f a 2 + 1 = 1 
a 2 + a = a + 1 



a 3 = a 
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2°)<J) 
2°)e) 

(4.11.5.7) 



2°)C) 
(4.11.5.8) 



a 2 + 1 = a 2 ct a 2 + a = a. 

Alors 1 < a 2 < a, d'ou a + 1 = a, une contradiction. 
a 2 + 1 = a 2 ct a 2 + a = a 2 . 

Alors il suit : < 1 < a 2 ct < a < a 2 , d'ou a 2 > a + 1 ; dc plus 
a 3 + a 2 = a 3 d'ou a 3 > a 2 et a 3 = a 2 : 

f a 2 + 1 = a 2 ^ 

2 i 2 

a + a = a 
a 3 = a 2 . 

a 2 + 1 = a 2 ct a 2 + a = a + 1. 

Alors a 3 + a = a 3 ct a 3 + a 2 = a 2 + a = a + 1, d'ou a 3 ^ {0, 1, a 2 }, ct 
a 3 = a ou a 3 = a + 1 , soit : 



f a 2 + 1 = a 2 
a 2 + a = a + 1 } , ou: 

a 3 = a 



(4.11.5.9) 



f a 2 + 1 = a 2 
a 2 + a = a + 1 



> . 



2» 
(4.11.5.10) 



(4.11.5.11) 



2°)0) 
(4.11.5.12) 



a 3 = a + 1 , 

a 2 + 1 = a + 1 ct a 2 + a = a. Alors a 3 + a = a 2 + a = a et a 3 + a 2 = a 2 , 
d'ou a 3 ^ {1, a, a + 1}, ct a 3 = ou a 3 = a 2 : 

( a 2 + 1 = a + 1 ^ 

a 2 + a = a 
a 3 = 

ou : 



( a 2 + 1 = a + 1 ' 

a 2 + a = a 
a 3 = a 2 

a 2 + 1 = a + 1 ct a 2 + a = a 2 . 

Alors a 3 + a = a 2 + a = a 2 ct a 3 + a 2 = a 3 , d'ou a 3 ^ {0, 1, a, a + 1}, ct 
a 3 = a 2 , soit : 



f a 2 + 1 = a + 1" 

2 , 2 

a + a = a 
a 3 = a 2 
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2°)t) a 2 + l = a + lcta 2 + a = a+l. 

Alors a 3 + a = a 2 + a = a I 1 ct a 3 + a 2 = a 2 + a = a + 1 d'ou 
a 3 ^ {0, a, a 2 }, et a 3 = 1 ou a 3 = a + 1 : 

.11.5.13) 

( a 2 + 1 = a + V 

a 2 + a = a + 1 
a 3 = l 

ou : 

.11.5.14) 

a 2 + 1 = a + 1 ' 
a 2 + a = a + 1 
a 3 = a + 1 , 

Reciproquement (4.11.5.1),..., (4.11.5.14) definissent chacun une algebre de cardinal 
5, et on a bien : 

c 5 = 14 . 

On observe que, pour 2 < n < 5, 

3 2 13 
c n = -n - —n + 9 . 

Zhu ( 7\) a conjecture qu'il en etait de meme pour tout n > 2 ; il affirme l'avoir 
verifie jusques n = 8 inclusivement. 

5. Deux foncteurs 

Comme ci-dessus, par D nous entendrons la categorie des i^i-anneaux au sens 
de Deitmar, c'est-a-dire (0], p. 88) la categorie des monoides commutatifs, et par 
Z a la categorie des Bi-algebres au sens de la Definition 4.1. 

Theoreme 5.1. Pour A G V, posons J 7 (A) — Vf(A), et definissons sur J- (A) la 
multiplication suivante : 

B.C = def {xy\x eB,y e C}. 

Alors J 7 (A), muni de la structure de B\-module associee a sa structure naturelle 
d'ensemble ordonne decent (cf. Theoreme 2.5) et de la multiplication sus-definie, 
constitue une B\-alge.bre. On a J~(Fi) = B\. De plus, si A\ et A2 sont deux 
elements de T>, et (p : A\ — > A2 un morphisme, alors Ti^p) : J-{A\) — > J-(A2) 
defini par : 

\JB^T{A t ) T{<p){B) = M6)|6 G A,} 
est un morphisme de Z a , et J 7 definit un foncteur covariant de T> dans Z a . 

Demonstration. Que !F(A) = Vf(A), muni de sa structure naturelle de treillis, 
constitue un £?i-module, resulte du Theoreme 2.5. 

II est clair que la multiplication definie ci-dessus est associative, commutative, 
et d'element neutre l^-(A) = {1^} ; sa distributivite par rapport a l'addition est 
egalement evidente, l'addition dans J 7 (A) n'etant autre que la reunion ensembliste. 
De plus, pour chaque B G J 7 {A), on a : 
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F(A) .B = %.B 

= {ab\aett,beB} 
= 

= ®F(A) ; 

tous les axiomes de la Definition 4.1 sont bien satisfaits, et F{A) est une i3i-algebre. 
II est clair que J-{F\) = B\. La validite de la definition de !F((p) et la fonctorialite 
de T peuvent alors etre verifiees sans probleme. □ 

Remarque 5.2. Si A est le mono'ide libre sur un ensemble fini X (en d'autres termes, 
A ~ (N x ,+)), alors T(A) s'identifie a la Bi-algebre libre construite ci- 

dessus(cf. le Theoreme 4.5, ainsi que la remarque le precedant). 

Soit Q : Z a — > T> le "foncteur d'oubli"associant a une -Bi-algebre le mono'ide 
multiplicatif sous-jacent. 

Proposition 5.3. Les foncteurs J- et Q sont adjoints I'un de Vautre. 

Demonstration. Soient A G Z a et B G T> ; il s'agit de faire voir l'existence d'une 
bijection naturelle : 

Hom Za (F(B),A) ~ Hom v (B,g(A)) . 

Soit done tp : T(B) — > A un Z -morphisme ; pour chaque b € B, <^({6}) est un 
element ip(b) G A, et il est clair que ip preserve la multiplication et l'element neutre 
(car 

V(6,&') G B 2 ip(bb') = ifi({bb'}) 
= V({b}{b'}) 
= <p({b}M{b'}) 

= 1>0>)W) 

et 

i/>(l B ) = <p({l B }) = <p{lHB)) = W , 

done ip : B —> A = Q{A) est un morphisme de V. Dcfinissant A((p) — tp, il est clair 
que 

A: Hom Za (F(B),A) -> Hom v (B,g{A)) 
est une bijection, dont la bijection inverse est definie par : 

VCef(B) A- x (V0(C) = V ^(*) ■ 

□ 

Exemple 5.4. Si A =< x > est le mono'ide libre engendre par un element x, alors 
J- (A) = Bi[x] est l'anneau des fonctions sur la droite affine S , pec(C 00 ) de Deitmar 

(HI)- 
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Exemple 5.5. Si A = /Lt n (n > 1) est le groupe cyclique d'ordre n (A =< x > 
avec x n — 1), alors J- {A) est le quotient de B\[x] par la congruence (cf. Definition 
4.2) engendree par la relation x n ~ 1 : J- (A) est de cardinal 2™, et apparait comme 
l'anneau des fonctions sur 1'espace Spec(/i n ) au sens de Deitmar ([!]). 

Exemple 5.6. Si A =< t, t -1 >~ Z est un groupe monogene infini (engendre par 
r), -Bi[j4] = B\[t, t -1 ] est le i?i-anneau des fonctions sur le groupe multiplicatif 
GL\ de Deitmar ([3], p. 93). On peut aussi le voir comme le quotient du £?i-anneau 
Bi[x,y] par la congruence engendree par la relation xy ~ 1. 

Lemme 5.7. Pour tout A £ T>, 

F(A)* = j A {A*) = {{u}\u £ A*} . 

Demonstration. Soit B £ J- (A) inversible : alors il existe C £ T \A) tel que BC = 
1^(A) — {1a}- Alors on a necessairement B ^ et C ^ ; soient alors fixes bo £ B 
et Co G C. On a 6oCo G BC, done froO) = 1a : bo et Co sont inversibles. Pour 
chaque b £ B, on a done 6c 6 -BC = {1a}> done bc = 1a et 6 = 1 = 6 : 
B = {bo} = 3A(b ) £ 3a{A*) d'ou T(A)* C ja(-4*)- L'inclusion reciproque est 
evidente. □ 

Corollaire 5.8. Soit if) un morphisme de !F(A) dans J~(B) ; alors 

^(j A (A*))Cj B (B*) . 

Demonstration. II suffit de remarquer que tp transforme tout element inversible de 
T(A) en un element inversible de J-{B), et d'appliquer le Lemme 5.7. □ 

Remarque 5.9. Le foncteur T : D — > Z a n'est pas pleinement fidele : si A —< x > 
est un mono'ide libre a un generateur x, le morphisme de Si [a;] = -Bi[j4] dans lui- 
meme defini par x — > x + 1 ne provient pas d'un morphisme de mono'ides de A dans 
lui-meme . 

Neanmoins la situation est meilleure si Ton se restreint a la categorie des groupes 
(abeliens) : 

Proposition 5.10. La restriction de J- a la categorie Ab des groupes abeliens 
(laquelle est une sous-categorie pleine de T>) est pleinement fidele. 

Demonstration. Si A et B sont des groupes abeliens et ip un morphisme de T{A) 
dans T{B), il resulte de la Proposition que ip(jA(A)) C ]b{B) ; done, pour chaque 
a £ A, il existe ip(a) £ B tel que ip(j A (a)) — jg(ip(aj). II est maintenant clair que 
ip : A — > B est un morphisme, et que ip — FiyA- L'application naturcllc 

Hom Ab {A,B) -> Hom Za {T{A),T{B)) 

est done surjective, d'ou le resultat. □ 

6. Une remarque 

Le Lemme suivant est l'analogue, pour des mono'ides, d'un resultat classique de 
Dedekind sur les anneaux. 

Lemme 6.1. Soient A £ D un mono'ide commutatij, et B C A un sous-monoi'de 
de A tel que A soit entier sur B. 

Alors A est un groupe si et seulement si B en est un. 
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Demonstration. Supposons que A soit un groupe, et soit b 6 B ; alors il existe 
b G A tel que 6& = 1. Mais, par hypothese, on peut trouver un entier n > 1 tel 

/ n 

que 6 6 B, d'ou : 

1 = 1" 
= (bb) n 
= b n b' n 

i / n 

= &(6 n - x 6 ). 

Soit c = b n ~ b ; alors c G £> ct be = 1 : est done bicn invcrsiblc dans B . Chaque 
element de B y etant inversible, B est un groupe. 

Reciproquement, supposons que B soit un groupe, et soit a € A; par hypothese, 
il existe un entier n > 1 tel que a n £ B. B etant un groupe, il existe b G B tel que 
a n b = 1 ; mais alors : 

1 = a n b 

= a(a n -V), 
et a est inversible : A est un groupe. 

□ 

II s'ensuit le : 

Corollaire 6.2. Si B a A est une extension algebrique au sens de Deitmar (^5] ; 
§2 ), alors A est un groupe si et seulement si B en est un. 
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